H 1 n'a pas de base completement inconditionnelle 
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Resume 

On montre que l'espace de Hardy H 1 n'admet pas de decomposition incondition- 
nelle de rang fini de l'identite en tant qu'espace d'operateurs. II en resulte qu'il n'existe 
pas de base completement inconditionnelle dans H . 

H 1 does not have any completely unconditional basis 

English summary 

Let H 1 be the classical Hardy space of analytic functions on the unit disc. We show 
that this space does not admit any finite rank completely unconditional decomposition 
of the identity, as a consequence it fails to have a completely unconditional basis. 

L'objet de cette note est de montrer que H 1 n'admet pas de base completement incondi- 
tionnelle et plus generalement pas de decomposition completement inconditionnelle de rang 
fini. On dit qu'un espace de Banach X admet une decompostion inconditionnelle de rang 
fini s'il existe une suite d'endomorphismes de X de rang fini (P n ) tels que 



sup sup 

:„=±1 N 



N 
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n=0 



f P 



< OO 



X^X 



et pour tout x £ X, x — X)^Lo^"( x ) ou ^ a s & rie converge inconditionnellement. Si X est 
un espace d'operateurs, une telle decompostion est dite completement inconditionnelle si en 
outre 



sup sup 

:„=±1 N 



N 

E< 

n=0 



< OO. 



cb(X,X) 



H 1 designe l'espace de Hardy du tore, il s'agit du sous-espace de L 1 (T), forme des fonctions 
integrables a valeurs complexes sur le cercle unite du plan complexe ayant tous leurs coeffi- 
cients de Fourier d'indice negatifs nuls. Cet espace de Banach admet d'autres descriptions en 
analyse reelle, par exemple il est constitue de l'ensemble des fonctions du type f + iH(f), ou 
/ est une fonction reelle integrable sur T ayant une transformee de Hilbert H(f) egalement 
integrable. L'autre caracterisation importante essentiellement due a FefTerman, etablit que 
les parties reelles des fonctions dans H 1 se decomposent en atomes (voir |g|). 

Le premier resultat de theorie locale pour H 1 remonte a Stein (|g|), les multiplicateurs 
de la Vallee-Poussin (convolution avec les noyaux W n , n ^ du meme nom) forment une 
decomposition inconditionnelle de l'identite, c'est a dire qu'il existe K ^ telle que pour 
tout choix de signes e„ et tout N ^ : 



/*( 



ra=0 



l W n ) 



^ K 



iff 1 



ff 1 



et / * (Xin=o W") tenc ^ vers / dans H 1 lorsque N tend vers l'infini. L'etape suivante etait de 
savoir si cet espace de Banach admet une base inconditionnelle, Maurey dans y a repondu 
par 1'afRrmative mais d'une facpn assez indirecte. Ensuite, Wojtaszczyk (Jul), s'inspirant de 
travaux de Carleson, a explicite une telle base ; le systeme de Franklin s'avere etre une base 
inconditionnelle de l'espace atomique H (R.). Depuis, la theorie des ondelettes a permis de 
mieux comprendre la situation, voir a ce sujet le livre d'Yves Meyer [||, chapitres V et VI. 



L'espace H 1 est muni d'une structure d'espace d'operateurs au sens de la theorie develop- 
pee par Blecher-Paulsen et Effros-Ruan (c/|Q|), en d'autre termes H 1 peut etre realise comme 
un sous-espace de l'espace B(H.) des operateurs bornes d'un Hilbert H dans lui-meme (avec 
Ti = £2 car H 1 est separable). On note S 1 (S^) l'espace des operateurs a trace de £2 (£2) 
muni de sa norme usuelle, et -ff 1 (S' 1 ) l'ensemble des fonctions de T a valeurs dans S 1 ayant 
des coefficients de Fourier negatifs nuls, muni de la norme induite par L 1 ^ 1 ). La question 
de l'existence de bases inconditionnelles admet un analogue dans cette theorie. En utilisant 
les resultats de |j], elle se retraduit de la maniere suivante : peut-on trouver une base de 
H , {ipi, . . . ,tp n ,. . .} et K ^ telles que pour tout N entier et toute famille {xt} dans S± 
et tout choix de signes e„ : 



TV 



^ £ n X n <8> l/>r. 
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Pour infirmer cela, on demontre qu'il n'y a pas d'analogue du resultat de Stein. 

Theoreme L'espace i/ 1 (T) n'admet pas de decomposition completement inconditionnelle 
de rang fini de I 'identite. 

Cela signifie qu'on ne peut pas trouver de decomposition inconditionnelle (P n ) de rang 
fini de H 1 , telle que la serie Yl^n ® Idgi soit inconditionnelle dans B(H 1 (S 1 ), H 1 (S 1 )). 

Plus precisement on montre que si (P n ) est une telle decomposition, alors on peut con- 
struire une suite a n bornee en valeur absolue par 1, telle que 



E 



a n P n (g) Id 



ff i (S i)^ffi(Si) 



> Kind. 



On a besoin du fait elementaire suivant : 

Lemme Soit J2 fk une serie inconditionnelle dans L\(T), alors les series J2 e kfk sont uni- 
formement de Cauchy en e^ G [—1,1]. 

Demonstration du theoreme : On adopte la notation, e n (t) — e 2jrmt . La preuve s'inspire 
d'un des resultats de ||. L'idee est la suivante : a partir d'une decomposition incondition- 
nelle de Pidentite (P n ), on construit des sortes de multiplicateurs qui permettent ensuite de 
transferer la projection triangulaire de S\ comme endomorphisme de H 1 (S^ l ). 
Soit 77 > fixe, on construit par recurrence 

(4> n ) une suite d'applications de rang fini de la forme J2 akPk avec a& G {0, 1}, 

(a„), (/?„) des suites croissantes d'entiers, 

(e n ) une suite de reels croissante majoree par 77, 
telles que, 



V«,j ^ n 



ii) i < j <7J„(e Qi+l a J .) - e Ql+/3j . | s^ e ri 



On initialise, la recurrence par a% = /3i = 0, ei = e un reel quelconque (petit). On choisit 
0i = 0, (i) et (ii) sont verifiees. 

On suppose toutes les suites construites jusqu'au rang n. 
On fixe S > 0. D'apres le lemme, on peut trouver un entier K, tel que 



Vi,jsCn Vl^k^K Va fe G{0,l}, 
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atPt(e ai +fo) 
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On peut supposer que si (f> n = Y^k=i a kPk, alors K > A. 

On determine {3 n +i ', 

puisque les Pk sont de rang fini, on a lim^oo Pk(&p) — dans H 1 car ep tend faiblement 
vers 0. On choisit /3 n +i suffisament grand pour que pour tout j3 ^ (3 n +i et tout choix 
(dk)\ G {0, 1} K (il y en a un nombre fini) 



K 

E 
fe=i 



akPk(ep) 



< 6. 



On determine 4> n +i ', 

puisque ^2 Pk tend simplement vers l'identite de H 1 , on peut trouver un entier N > K 
de sorte que pour tout i ^ n 



N 



? y Pk(e ai +0 n+1 ) - e ai+/ 3 n+1 



fc=i 



<<5. 
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On pose <fi n +i = 4> 
avec afe e {0, 1}. 

On verifie (ii) pour i < n + 1 



^2 k=K Pk- Le choix de K assure que 4> n +i est de la forme ^2<ikPk 



^n+l( e a;+/3„+i) - e Qi+/3rv+1 < p>n(e ai +/3 n +i) + J2k=l -Pfe ( e a,+/3„+i ) 



+ 



^AT-1 
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Z)fe=i ft(e Q ,+/3„ +1 ) - e at+/ 3„ +1 



s$ 5 + 5 + 6 
€ 35. 



On verifie (ii) pour i < j ^ n 



-,N 



||<?Wi(ea, +/ 3 3 ) - e Qi+/ 3 3 || < ||0n(e a4 +^) - e ai +/3 3 . || + X^K-fM^+ft) 

< e„ + 5. 

II reste a fixer a n +i et verifier (i). 

Puisque (/> n +i est de rang fini, lim a ^oo 4> n +i{e a ) = dans H , on peut done choisir a n +i 
de sorte que (ii) soit verifiee pour i = n + 1 

Vj ^ n + 1 ||^n+i(e Q „ +1 +ft)|| ^ 5. 

Dans le cas ou j < i ^ n, on a 

||</Wi(e Qi+/ 3 3 )|| ^ ||0™(e Qi+ /3 J )|| + Y^k=K Pkieoci+Pj) 

Finalement, avec e„+i = max(3<5, e n + 5), l'hypothese de recurrence est verifiee pour un choix 
convenable de 5, et on peut en outre supposer que e n+ i ^ (1 + 2~(" +1 ))e„. 

En resume, il est possible de construire des suites avec les proprietes (i) et (ii), avec 
£n ^ e rTfc= i ( 1 + 2~ fe ) < rj pour e suffisamment petit. 
On utilise cette construction pour minorer 



C= sup || > y QfcPfc (8) Jrfgi 



ffi(Sj)-*ri(s$) 



(*) 



En particulier, les 



b n ® IdgiVi avec les 0„ construits precedemment sont bornees par C. 



Soit X — (xij) une matrice de taille d, l'element de H 1 (S^) defini par 

Z = diag(e ai )Xdiag(ep i ), 
ou diag(di) est la matrice diagonale de taille d ayant pour entrees les di, verifie 

ll^llff^si) = H^Usi • 



On note T la projection triangulaire superieure dans S^ ; il s'agit de l'application lineaire de 
Sj dans lui-meme qui a une matrice X — (xi.j)i^i.j^d associe la matrice 

T(X) = (Xijl {j>i} ). 

Les proprieties (i) et (ii) impliquent 

4> n ®Id s i(Z)-Id H i ®T(Z) ^e n d 2 \\X\Li . 

d Hl i s d) 



D'autre part, Id^ ® T{Z) = diag(e CH )T(X)diag(ep i ) et done ||/djj-i <S> T(Z)\\ H1 , s i<. = 
\\T(X)\\ si , d'ou 

||T(X)|| s i <6 n d 2 ||X|| s ,+C||X|| s ,. 

e„ pouvant etre arbitrairement petit, on en deduit que C domine la norme de la projection 
triangulaire dans S^ qui est de l'ordre de hid d'apres ||, ce qui termine la preuve. 

Corollaire H 1 n'admet pas de base completement inconditionnelle. 

Si tel etait le cas, les projections sur les vecteurs de base formeraient une decompostion 
completement inconditionnelle de Pidentite. 

II decoule de || ou de [j]] que l'estimation en lnd pour la contante (*) est optimale et 
atteinte pour la decomposition de Stein. 
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